
ÓÄÊ 519.6

ÎÁ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È
Î ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÌ ÊÎÌÈÒÅÒÅ

Ì.Þ. Õà÷àé
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã

Abstract
The Minimal Committee combinatorial problem (MC) is studied. It's known that this problem

is NP -hard (see e.g. [1]). In this paper we show that unless NP 6⊂ TIME(mO(log log m)) there are
no approximation algorithms for this problem with factor (1 − ε) ln m for every ε > 0 even when
all sets used in it's formulation are �nite. To prove this estimate we reduce to it a SET COVER
problem for which the same result is known [2].

Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à - çàäà÷à î

Ìèíèìàëüíîì êîìèòåòå (MC). Îíà òåñíî ñâÿçàíà ñ òðåìÿ ðàçäåëàìè

èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé: òåîðèåé ãîëîñîâàíèÿ, îïòèìèçàöèåé è ðàñïîçíàâàíèåì

îáðàçîâ. Â òåîðèè ãîëîñîâàíèÿ èññëåäóþòñÿ êîëëåêòèâíûå ïðîöåäóðû

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, áàçèðóþùèåñÿ íà ðàçëè÷íûõ ëîãèêàõ ïîäñ÷åòà ãîëîñîâ

(äåìîêðàòèÿõ). Êîìèòåò ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ãîëîñîâàíèÿ íà

îñíîâå ïðàâèëà ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà.

Â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ò.í. ïåðñåïòðîííûå

àëãîðèòìû, âîñõîäÿùèå åùå ê ðàáîòàì Ô. Ðîçåíáëàòòà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

2-ñëîéíûé ïåðñåïòðîí ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâ

íåéðîíà âòîðîãî ñëîÿ ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí êîìèòåòó.

Íàêîíåö, â òåîðèè îïòèìèçàöèè ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ò.í.

íåñîáñòâåííûìè çàäà÷àìè [3]. Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî óñëîâèé,

ïðè êîòîðûõ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé. Â òåðìèíàõ

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé ïðè

óñëîâèè íåñîâìåñòíîñòè ïðÿìîé, äâîéñòâåííîé (èëè îáåèõ) ñèñòåì îãðàíè÷åíèé.

Ðàçðàáîòàíû íåñêîëüêî ìåòîäîâ êîððåêöèè íåñîáñòâåííûõ çàäà÷, íàïðèìåð,

ìåòîä ×åáûøåâñêîé àïïðîêñèìàöèè. Ìåòîä êîìèòåòíûõ ðåøåíèé òàêæå

àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ýòèõ öåëåé (ñì. îáçîð â [1]).

Âî âñåõ îïèñàííûõ âûøå ñëó÷àÿõ âñåãäà æåëàòåëüíî èñêàòü íàèáîëåå ïðîñòîé

êîìèòåò, ïðèâîäÿùèé ê çàäà÷å �Ìèíèìàëüíîãî Êîìèòåòà�.

Çàäà÷à �Ìèíèìàëüíûé Êîìèòåò� (MC)

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî X è íàáîð D1, D2, ....Dm åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì àáñòðàêòíóþ ñèñòåìó âêëþ÷åíèé
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x ∈ Dj, (j ∈ Nm = {1, 2, ...,m}) (1)

Ñèñòåìà (1) íå îáÿçàòåëüíî ñîâìåñòíà, ò.å. äîïóñòèìî âûïîëíåíèå

ñîîòíîøåíèÿ IDj = �. Êàê îáû÷íî, íàçîâåì êîìèòåòíûì ðåøåíèåì

ñ q ýëåìåíòàìè ñèñòåìû (1) (èëè ïðîñòî êîìèòåòîì) êîíå÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q = (x1, x2, ..., xq) óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

|{i : xj ∈ Dj}| > q
2
ïðè êàæäîì j ∈ Nm.

Çàäà÷à �ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÊÎÌÈÒÅÒ� (MC):
Çàäàíû ìíîæåñòâî X è íàáîð åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ D1, D2, ..., Dm.

Òðåáóåòñÿ íàéòè êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íàèìåíüøèì

âîçìîæíûì q (èëè óñòàíîâèòü, ÷òî ñèñòåìà íå èìååò êîìèòåòíûõ

ðåøåíèé).

Îãðàíè÷èìñÿ â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è MC -

çàäà÷åé MCF , â ðàìêàõ êîòîðîé âñå ìíîæåñòâà D1, D2, ..., Dm è X êîíå÷íû.

Ýòà çàäà÷à èìååò êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó è òðóäíî ðåøàåìà (ñóùåñòâîâàíèå

ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ íåå âëå÷åò ðàâåíñòâî P = NP ).

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à MCF NP-òðóäíà

Óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü ìíîæåñòâà J1, J2, ..., JQ ñóòü èíäåêñíûå ìíîæåñòâà

âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ïîäñèñòåì (ì.ñ.ï.) ñèñòåìû (1). Ðàññìîòðèì

äâå m×Q ìàòðèöû èíöèäåíöèé: A è B, â êîòîðûõ

aji = 1 ∧ bji = 1, åñëè j ∈ Ji,

aji = 1 ∧ bji = −1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

è, ñîîòâåòñòâåííî, äâå çàäà÷è ÖËÏ:

min{(e, t)|Bt ≥ f, t ∈ ZQ
+} (2)

min

{
s : αs ≤ 2s− 1, s ∈ N

αs = min{(e, t)|At ≥ sf, t ∈ ZQ
+}

}
(3)

Çäåñü e è f - âåêòîðû èç åäèíèö, ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâàì EQ è Em

ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷è MCF , (2) è (3) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû

Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ MCF è (2) ïðèâåäåíî â [4], ñëó÷àé

çàäà÷ (2) è (3) î÷åâèäåí.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷è (2) è (3) NP-òðóäíû
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Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïèñàííûå âûøå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è îñòàþòñÿ

NP -òðóäíûìè äàæå ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè âçàèìíîé íåäîìèíèðóåìîñòè

ñòîëáöîâ èõ ìàòðèö îãðàíè÷åíèé.

Àïïðîêñèìàöèîííûé ïîðîã

Îáùèì ïîäõîäîì, ïðèìåíÿåìûì ïðè èññëåäîâàíèè NP -òðóäíîé

îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ò.í. ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ.

Êàê îáû÷íî, ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì (ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè r) äëÿ

çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé ìèíèìèçàöèè íàçîâåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ

êàæäîé åå êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè

f ∗ = min{f(x)|x ∈ M}

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàõîäèòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå xapp ñ óñëîâèåì

f(xapp)

f ∗ ≤ r.

Íàðÿäó ñ ðàçðàáîòêîé ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ, êàê ïðàâèëî,

ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîðîãà çàäà÷è.

Àïïðîêñèìàöèîííûì ïîðîãîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ íèæíåé

îöåíêîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà

èññëåäóåìîé çàäà÷è (ïðè íåêîòîðîì çäðàâîì ïðåäïîëîæåíèè, íàïðèìåð,

NP 6= P ). Â ðàáîòå [2] íàéäåí òàêîé ïîðîã äëÿ èçâåñòíîé çàäà÷è î ïîêðûòèè

ìíîæåñòâà (Set Cover).

Çàäà÷à �ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ� (SET COVER):.
Çàäàíû ìíîæåñòâî S, |S| = n è íåïóñòîå ìíîæåñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ

C = {c1, c2, ..., cm} ⊆ 2S. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå ïî ìîùíîñòè

ïîäìíîæåñòâî C ′ ⊆ C, ïîêðûâàþùåå S (ò.å. ∪C ′ = S).

Òåîðåìà 3. [2] Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàíèå ïðèáëèæåííîãî

àëãîðèòìà çàäà÷è SETCOV ER ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè (1 − ε) ln n

âëå÷åò NP ⊂ TIME(nO(log log n)).

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ çàäà÷è MCF

(à, çíà÷èò, è äëÿ çàäà÷è MC â öåëîì).

Òåîðåìà 4. Åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå NP 6⊂ TIME(mO(log log m)), òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íå ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà çàäà÷è MSF

ñ òî÷íîñòüþ (1− ε) ln m.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñâåäåì çàäà÷ó SetCover ê çàäà÷å MCF . Ïóñòü

çàôèêñèðîâàíû ìíîæåñòâà S = {s1, s2, .., sn} è C = {c1, c2, .., cm}. Íàì

äîñòàòî÷íî çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîëèíîìîì îò m äî n óêàçàòü

�Òàâðiéñüêèé Âiñíèê Iíôîðìàòèêè i Ìàòåìàòèêè�, �1 2004



4 Ì.Þ. Õà÷àé

ïîäõîäÿùóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è MCF , ïîñëå ÷åãî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

íàòóðàëüíîãî k ïîäìíîæåñòâî C ′ ⊂ C, |C| = k ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì S òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäà÷à MCF èìååò äîïóñòèìîå êîìèòåòíîå ðåøåíèå èç

2k − 1 ýëåìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì n×m ìàòðèöó èíöèäåíöèé A ìíîæåñòâ S è C. Êàê è ðàíåå

aji =

{
1, åñëè sj ∈ ci

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñîïîñòàâèì åé (n + 1)× (m + 1) ìàòðèöó A′, ïîëó÷åííóþ èç A îêàéìëåíèåì

åå ñòðîêîé è ñòîëáöîì èç åäèíèö (ñì. òàáë. 1). Ýëåìåíò ïîëó÷åííîé ìàòðèöû,

íàõîäÿùèéñÿ â ïðàâîì íèæíåì óãëó ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ.

x1 x2 . . . xm xm+1

c1 c2 . . . cm S

D1 s1 1

D2 s2 1
...

... A
...

Dn sn 1

Dn+1 C 1 1 . . . 1 0

Òàáëèöà 1. Ïîñòðîåíèå çàäà÷è MCF

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó MSF , ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöå A′. À èìåííî,

îïðåäåëèì ìíîæåñòâî X = {x1, x2, .., xm + 1}, à ïîäìíîæåñòâà, îïðåäåëÿþùèå

ñèñòåìó (1)

Dj = {xm+1} ∪ {xi : sj ∈ ci, i ∈ Nm}(j ∈ Nn)

Dn+1 = {x1, x2, .., xm}.
Ïóñòü C ′ = {ci1 , ci2 , .., cik} - ïîêðûòèå ìíîæåñòâà S, ò.å. äëÿ êàæäîãî j ∈ Nn

íàéäåòñÿ íîìåð

ip = ip(j) : sj ∈ cip(j),

÷òî âëå÷åò xip(j) ∈ Dj, ïî ïîñòðîåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Q =
(
xi1 , xi2 , .., xik , xm+1, .., xm+1︸ ︷︷ ︸

k−1

)
ÿâëÿåòñÿ êîìèòåòîì ñèñòåìû (1), ïîñêîëüêó êàæäîå ìíîæåñòâî Dj ñîäåðæèò

êàê ìèíèìóì k ýëåìåíòîâ Q.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàññìîòðèì äîïóñòèìîå êîìèòåòíîå ðåøåíèå Q ñèñòåìû

(1) èç 2k − 1 ýëåìåíòîâ:

�Òàâðè÷åñêèé Âåñòíèê Èíôîðìàòèêè è Ìàòåìàòèêè�, �1 2004
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Q =
(
xi1 , xi2 , .., xi2k−1−p , xm+1, .., xm+1︸ ︷︷ ︸

p

)
.

Ïî âûáîðó ìíîæåñòâà Dn+1, èìååì p < k. Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (xi1 , xi2 , .., xik) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Nn

ñóùåñòâóåò

ip = ip(j) : xip(j) ∈ Dj,

ò.ê. Q ÿâëÿåòñÿ êîìèòåòîì è, ñëåäîâàòåëüíî, sj ∈ cip(j) ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ

Dj. Ïîýòîìó, ìíîæåñòâî C ′ =
{

xip : p ∈ Nk

}
- èñêîìîå S-ïîêðûòèå.

2. Äîïóñòèì, íàøåëñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì çàäà÷è MCF ñ òî÷íîñòüþ

àïïðîêñèìàöèè r, ïîçâîëÿþùèé íàéòè äîïóñòèìîå êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(1) èç 2k − 1 ýëåìåíòîâ è

1 ≤ 2k − 1

2s− 1
≤ r,

ãäå ìèíèìàëüíûé êîìèòåò ñîäåðæèò 2s − 1 ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåííàÿ âûøå

ðåäóêöèÿ âëå÷åò, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå

ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà çàäà÷è SetCover, ïðè÷åì åãî àïïðîêñèìàöèîííàÿ

òî÷íîñòü ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê

k

s
= r

(
1− 1

2s

)
+

1

2s
≤ r

(
1− 1

2s

) r

2s
≤ r.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäà÷è MSF ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû.�

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ãðàíòû: ÍØ-792.2003.1, 01-01-00563 è 04-01-

96104, à òàêæå Ôîíäîì ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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